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EINLEITUNG 
Ein Modul M heil3t komplementiert, wenn es zu jedem Untermodul C 
von M ein additives Komplement in Al gibt, d.h. ein minimales Element 
in der Menge {T 1 T C M und T + Li = fW>. Wtihrend die Existenz von 
“Durchschnitts-Komplementen,” d.h. maximalen Elementen in {T 1 T C AZ 
und U n T = 0}, durch das Zorn’sche Lemma gesichert ist, braucht es 
additive Komplemente i.allg. nicht zu geben. Ihre Existenz ist aber von 
Bedeutung; z.B. lautet das Hauptergebnis von Kasch-Mares in [4]: Ein 
projektiver Modul ist genau dann komplementiert, wenn er im Sinne von 
[5] semiperfekt ist. Allgemein erhebt sich die Frage nach der Bestimmung aller 
komplementierten Moduln iiber einem gegebenen Ring R. Fiir Dedekindringe 
wird diese Frage hier vollstandig beantwortet, und speziell fiir R = E lautet 
das Ergebnis: Eine abelsche Gruppe ist genau dann komplementiert, wenn sie 
Torsionsgruppe ist, bei der fur jede p-Komponente gilt: Der divisible Anteil 
ist artinsch und der reduzierte beschrinkt. 
In 51 der vorliegenden Arbeit werden einige Eigenschaften von komplemen- 
tierten Moduln iiber einem beliebigen Ring zusammengestellt. Es zeigt sich, 
daB die unzerlegbaren Moduln, d.h. solche, bei denen die Summe von zwei 
echten Untermoduln wieder echt ist, die Rolle von “Bausteinen” fur die 
komplementierten Moduln spielen. Fur einen endlich erzeugten hlodul M 
erhalt man: Mist genau dann komplementiert, wenn jeder maximale Unter- 
modul ein Komplement hat, und das ist aquivalent damit, da8 M Summe 
von unzerlegbaren Untermoduln ist. Dadurch werden Ergebnisse von 
Mueller [8] und Sandomierski [lo] “b u er semiperfekte Ringe auf endlich 
erzeugte hloduln verallgemeinert. 
In 92 wird zuerst die Struktur der komplementierten Moduln iiber einem 
diskreten Bewertungsring R angegeben: 1st K der Quotientenkorper, so ist 
ein R-Modul nach Theorem (2.4) g enau dann komplementiert, wenn er von 
der Form ist Ra x Kb ‘< (K/R)’ x B mit beschranktem B und ganzen 
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Zahlen a, b, c > 0. Dann wird untersucht, ob die Klasse der komplemen- 
tierten R-Moduln gegeniiber Untermoduln und Gruppenerweiterungen 
abgeschlossen ist: Es ist nach (2.6) genau dann der Fall, wenn der diskrete 
Bewertungsring R vollstlndig ist. Schlierjlich wird in (2.7) gezeigt: Hat in 
einem R-Modul M jeder reine Untermodul ein Komplement, so ist Al 
bereits reinzerfallend (d.h. jeder reine Untermodul ist direkter Summand), 
und das ist iquivalent damit, da8 der reduzierte Anteil von M komplemen- 
tiert ist. 
In 93 wird zunachst das Studium von komplementierten Moduln iiber 
Dedekindringen zuruckgefiihrt auf diskrete Bewertungsringe: Nach Theo- 
rem (3.1) ist iiber einem nicht-lokalen Dedekindring R ein Modul M, 
genau dann komplementiert, wenn er torsionsvoll ist und wenn jede seiner 
Primarkomponenten komplementiert ist. - Dann werden fur jeden Dedekind- 
ring R folgende Eigenschaften gezeigt: 
(1) Jeder komplementierte R-Modul ist direkte Summe von Unzerleg- 
baren. 
(2) Jeder koabgeschlossene Untermodul (Definition in 3.3) ist abge- 
schlossen. 
(3) Jeder abgeschlossene Untermodul ist koabgeschlossen. 
Im folgenden Sinn ist das sogar charakteristisch: Besitzt ein noetherscher 
Integritatsring eine dieser drei Eigenschaften, so ist er bereits dedekindsch. 
Einige Ergebnisse dieser Arbeit sind in meiner Dissertation an der Universitgt 
Miinchen enthalten. Sie wurde van Herrn Friedrich Kasch angeregt, und ich danke 
ihm fiir das entgegengebrachte Interesse sowie dafiir, da8 er sie ermijglicht hat. 
1. KOMPLEMENTIERTE MODULN 
In diesem Abschnitt ist R stets ein Ring mit Eins und alle Mod& sind 
unitare Rechts-R-Moduln. 
DEFINITION [4]. Seien I/; U Untermoduln von M. V heiDt (Additions) 
I-Complement von Lr in M, wenn es minimales Element in der Menge 
{T 1 T C nl und T + U = ill} ist. M heil3t komplementiert, wenn jeder 
Untermodul von M ein Komplement in M hat. 
Mit Hilfe des modularen Gesetzes zeigt man, daB V genau dann Komple- 
ment von U in ICI ist, wenn V + CT = M gilt und V n U klein in V ist, 
d.h. die kanonische Abbildung V+ iW/ti ein wesentlicher Epimorphismus 
ist. 
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LEMMA 1.1. Sei V Komplement von U in M. Dunn gilt: 
(a) X 2 V 3 V/X nicht klein in M/X, 
(b) X C VT und X kZein in M * X klein in V, 
(c) Ra( V) = V n Ra(M), 
(d) Ra(M/r;) = (&z(M) + U)/U, 
(e) I&z(M) = (V + Ku(M)) f7 (U + Ra(M)) 
= (V n Ku(M)) + (U n l&z(M)). 
Beweis. Unter Ra(M) sei das Jacobson-Radikal verstanden, d.h. der 
Durchschnitt aller maximalen Untermoduln = die Summe aller kleinen 
Untermoduln. (a) folgt unmittelbar aus der Definition des Komplements, 
und (A -+ B + C) ist klar. Weil r - M/U ein wesentlicher Epimorphismus 
ist, gilt Ra(M/U) = (Ra( V) + U)/U, also Ra(M) + U = &z(V) + U, so 
da8 (d) folgt. Fur (e) sei N = Z&z(M): Aus N + U = (V n N) + U folgt 
einerseits N = (r n IV) + (LT n ,V), andrerseits 
Fn(N+U)=(vnhT)+(Unv)= VnN, 
also such (IV + V) n (A’ + U) = N. 
LEMMA 1.2. (a) Seien in dem kommutativen Diugramm f und h Epimor- 
phismen, h wesentlich (d.h. Ke h Klein in I’). 
Ist dunn I7 ein Komplement von Kef in X, so ist k(V) ein Komplement von 
KeginM. 
(b) Ist U C M und hat M/U eine projektive Hiille, so hut U ein Komplement 
in M. 
(c) Ist Vein Komplement von U in M und S E End(M) mit Bi(1 - 6) C U, 
so ist uuch S(V) ein Komplement von U in &I. 
(d) Ist V ein Komplement von U in M und XC U, so ist (V + X)/X eirz 
Komplement von U/X in MIX. 
Beweis. (a) Allgemein gilt fiir zwei Epimorphismen 
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da13 /& genau dann wesentlich ist, wenn es OL und /3 ist. Wendet man das auf 
die Var. an, so liefert folgende Gleichheit die Behauptung: 
(b, c, d) erhalt man dann aus den Diagrammen: 
FOLGERUNG. Jeder Faktormodul eines komplementierten Moduls ist wieder 
komplementiert. 
Bemerkung. Speziell ist mit M such jeder direkte Summand komple- 
mentiert. Fiir beliebige Untermoduln gilt das nicht: Sei L ein Ring mit 
Unterringen ICI, Ka derart, dab ICI lokal und K2 nicht semiperfekt ist 
(z.B. ICI ein kommutativer Kiirper und K2 = L = KJX]). Dann ist der 
Ring R:=[$;J nicht semiperfekt, hat jedoch das lokale Idempotent 
e : = (k “,), so dat3 der Rechts-R-Modul eR unzerlegbar und damit 
M : = eR x eR komplementiert ist (siehe 1.4, A). Nit m : = ((i i), (i i)) E M 
gilt Ann(m) = 0, also ist mR E R ein nicht komplementierter Untermodul 
von Al. (Fur eine Liisung dieses Problems iiber Dedekindringen siehe 2.6 
und 3.1.) 
LEMMA 1.3. (a) Sei X + Y + U = M. 1st dann X Komplement von 
Y + U in M und T’ Komplement von X + U in M, so ist X + Y Komplement 
van U in df. 
(b) Seien M’, UC M und M’ komplementiert. Hat dann AZ’ + U ein 
Komplement in M, so such U. 
(c) Sei M = ,4 + B mit A und B komplementiert. Dann ist such AI 
komplementiert. 
Beweis. (a) Urn zu zeigen, daB (X + I’) n L: klein in X + I/ ist, 
geniigt die triviale Bemerkung 
(X + Y) n U C [x n (I- + CT:)] + [I’ n (x + U)]. 
(b) Sei X Komplement von M’ + U in M und I’ Komplement von 
(X + CT) n M’ in M’: Aus dem wesentlichen Epimorphismus 
E’ - M’/(x + u) n M’ A niqx + u) 
46 HELhWT ZijSCHINGER 
folgt, daD Y Komplement von X + U in fi1 ist, also nach (a) X + Y Komple- 
ment von L: in M ist. 
(c) Fiir CIC Af gilt mit (b): d + B + U hat Komplement in JI, 23 + U 
hat Komplement in A4, Li hat Komplement in fi2. 
FOLGERUNG (F. Dischinger). Die direkte Summe von zwei komplemen- 
tierten Mod& ist wieder komplementiert. 
FOLGERUNG. Ist in 0 --f XC Af + M/X -+ 0 sowohl X als such A1/l-Y 
komplementiert, und besitzt X in jedem Zwischenmodul X C H C M ein Komple- 
ment, so ist M komplementiert. 
Zu z/C M sei namlich V/X ein Komplement von (U + X)/,X in Al/X 
und W ein Komplement von X in V. Dann ist wegen des wesentlichen 
Epimorphismus W a V/X += &‘/U( + X) such IV ein Komplement von 
U + X in M, so daD nach (b) U ein Komplement in M hat. (Ein radikalfreier 
Loewy-Modul M der Lange 2 zeigt, daD man auf die Bedingung mit den 
Zwischenmoduln i.allg. nicht verzichten kann.) 
SATZ 1.4. (A) Ist M direkte Summe van unzerlegbaren Mod&n und 
Ra(M) klein in M, so ist AL! komplementiert. 
(B) Fiir endlich erxeugtes M sind iiquivalent: 
(i) M ist komplementiert. 
(ii) Jeder maximale Untermodul von Af hat ein kbmplement in M. 
(iii) AT ist Summe von unzerlegbaren Untermoduln. 
Beweis. Ein Modul X heil3t unzerlegbar, wenn er nicht Null ist und fur 
alle echten Untermoduln A, B $ X gilt: A + B g X. 1st X unzerlegbar und 
nicht radikalvoll, so ist es bereits zyklisch und Ra(X) der gr613te von X 
verschiedene Untermodul. 
(A) Sei M = &, Mi mit n/Ii unzerlegbar, Ra(M) klein in IV: Es folgt 
M/Ra(Al) = m = eisl Mi mit M, einfach fur alle i E I. Zu UC ~11 gibt es 
ein / C I mit R = (eieJ 7iTJ @ D. Mit I’ : = QJiEJ iVi folgt H = B @ 0, 
also V + U = i%l und P n U klein in ‘$1. Weil V direkter Summand in A1 
ist, folgt weiter 1; A U klein in I’. 
(B) (i --f ii): klar. (ii + iii): Sei S die Summe aller unzerlegbaren Unter- 
moduln von M. Ang. S & AS, so gibt es einen maximalen Untermodul U 
in M, der S enthalt. c: hat ein Komplement V, das wegen des wesentlichen 
Epimorphismus V-t Af/cT unzerlegbar, also in S enthalten ist. Es folgt 
U = M, Wid. (iii + i): Weil M endlich erzeugt, hat man M = & iV2, mit 
Mi unzerlegbar, I endlich. Weil jeder unzerlegbare Modul komplementiert 
ist, folgt mit (1.3, c) die Behauptung. 
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FOLGERUNG [8, Theorem 11. Ist in einem Ring R die Eins Summe won 
orthogonalen, lokalen Idempotenten, so ist R semiperfekt, denn man hat 
R =@y=, eiR mit e,R unzerlegbar fiir alle 1 < i < n. 
FOLGERUNG [8, Abschnitt 3; 10, Theorem 43. Hat jeder einfache Rechts- 
R-Modul eine projektive Hiille, so ist R semiperfekt, denn nach (1.2,b) hat jedes 
maximale Rechtstdeal ein Komplement in R. 
DEFINITION. Ein Modul heiBt reduxiert (koatomar), wenn jeder radikal- 
volle Untermodul (Faktormodul) Null ist. 
Unmittelbar aus diesen Definitionen folgt: 
LEMMA 1.5. (a) Sei exakt 0 + A + B + C--f 0. Sind dann A und C 
reduziert (koatomar), so such B. 
(b) Sei V Komplement won U in M. Dann ist mit M/U such V radikalvoll 
(koatomar). 
(c) Ist ein komplementierter Modul reduziert oder hat er ein kleines Radikal, 
so ist er koatomar. 
2. KOMPLEMENTIERTE MODULN UBER EINEM DISKRETEN BEWERTUNGSRING 
In diesem Abschnitt ist R stets ein diskreter Bewertungsring, K # R 
sein Quotientenkijrper und p eine Uniformisierende. Man hat dann: 
(a) Fiir jeden R-Modul M gilt Ra(M) = Mp, und daraus folgt, da8 die 
Begriffe radikalvoll, p-teilbar und injektiv zusammenfallen. 
(/3) Jeder R-Modul M hat (siehe etwa [3, Lemma 211) einen Basis- 
Untermodul S, d.h. ein S C M derart, da13 S direkte Summe von zyklischen 
Moduln ist, S rein in M und M/S injektiv ist. 
(y) Die einzigen unzerlegbaren R-Moduln sind bis auf Isomorphie R, 
K, K/R und R/( p”), n 3 1. 
LEMMA 2.1. Fiir einen R-Modul M sind tiquivalent: 
(i) M hat ein kleines Radikal. 
(ii) M ist koatomar. 
(iii) Mist direkte Summe eines endlich erzeugten freien und eines beschriinkten 
Moduls. 
(iv) M ist reduziert und komplementiert. 
4Wz9/r-4 
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Beweis. (i ---f ii): 1st UC AZ mit iV/ U radikalvoll, so folgt Ra(M) + Ti = n/r, 
also U = M. 
(ii + iii): Sei S ein Basis-Untermodul von M: Weil M/S radikalvoll, ist 
es Null, also S =I fif und damit M = T(M) @ icf’ mit A/’ frei und T(ilrl) 
direkte Summe von zyklischen Torsionsmoduln. Der kanonische Epimor- 
phismus RcN) + K zeigt, da8 RfNJ nicht koatomar ist, also M’ endlich 
erzeugt sein mu& Weil T(M) koatomar, gibt es keinen Epimorphismus 
nach K/R, so dal3 T(M) beschrankt sein mu& 
(iii + iv): Sei iVf = F @ B mit F z R” und B beschrankt. Klar ist ILf 
reduziert und F komplementiert. Nach (1.4,A) ist such B komplementiert, 
und damit such M. 
(iv + ii ---f i) gilt mit (1.5,~) iiber beliebigen Ringen. 
FOLGERUNG. Hat in MR das Radikal ein Komplement, so such in jedem 
Faktormodul. 
Nach (1.5,b) ist jedes Komplement V von Ra(M) koatomar, so daB fiir 
ein XC M such in (V + X)/X + Ra(M/X) = AZ/X der erste Summand 
koatomar ist, also Ra(M/X) nach (1.3,b) ein Komplement in Al/X hat. 
FOLGERUNG. Ist M, torsionsvoll und reduziert und V ein Komplement des 
Radikals, so ist M bereits beschrankt. 
V ist koatomar, also beschrankt, und aus Vpn = 0 folgt lVfpn+l = Mp* 
teilbar, also nZpn = 0. Insbesondere hat im Modul X = JJr=r R/(pn) das 
Radikal kein Komplement, ebensowenig in RfN’ (weil es X als Faktor hat). 
LEMMA 2.2. Sei exakt 0 -+ A ---f B -+ C + 0 und reduziert C. Dann 
gilt: B ist genau dams komplementiert, wenn es A und C ist. 
Bewets. 1st d C B mit B/.4 reduziert, B komplementiert, so ist der 
divisible Anteil D(A) als direkter Summand wieder komplementiert. Mit 
A/D(A) und B/A ist such B/D(A) reduziert, also sogar koatomar: Mit 
Punkt (a) der Einleitung ist dann such der Untermodul A/D(A) koatomar, 
also A komplementiert. 
1st umgekehrt A C B mit B/A reduziert, A und B/A komplementiert, so 
sind in der exakten Folge 0 + A/D(A) C B/D(A) -+ B/A -+ 0 das erste und 
dritte Glied koatomar, also such B/D(A). Mit D(A) ist daher such B kom- 
plementiert. 
FOLGERUNG. Ein Modul Mu ist genau dams komplementiert, wenn es Ra(M) 
ist. 
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LEMMA 2.3. Fiir einen R-Modul M mit UC Ra(M) sind iiquivalent: 
(i) U hat ein Komplement in M. 
(ii) Ra(U) hat ein Komplement in U. 
Beweis. (i -+ ii): Sei L’ Komplement von U in fig. Weil F n U klein in V, 
ist T; n U koatomar, denn T L$ P’ n U hat zur Folge 0 # (P’ n U)/T klein 
in V/T, also (V n U)/T nicht radikalvoll. v n U ist also komplementiert, 
und aus (VnU)+Ra(U)=Ra(U)+(Ra(V)nU)=Ra(M)nU=U 
folgt nach (1.3,b), daf3 Ra(U) ein Komplement in U hat. 
(ii---f i): Man betrachte die Menge Q(U, M) := {A ( A C U und U/A 
direkter Summand in M/A}. Dann gilt A E Q(U, Al) o A + Ra( U) = U, 
denn aus der rechten Bedingung folgt U/A radikalvoll, also injektiv und 
damit stets direkter Summand; aus der linken Bedingung folgt umgekehrt 
Ra(U/,4) = U/A n Ru(M/A), also Ra(U) + A = U n (Ra(M) + A) = U. 
Nun hat nach Vor. Ra(U) ein Komplement in U, d.h. es gibt ein minimales 
A, E Q( U, M): Mit v/A4, @ U/A,, = M/A,, , A, C L7 C AT, ist li ein Komple- 
ment von U in M, denn die Summe ist klar, und aus T C L’ mit T + U = M 
folgt Tn UEQ(U,iW)und Tn UCVn U=A,, also Tn U= l’n U 
und damit T -y V. 
THEOREM 2.4. Ein Modul M, ist genau dann komplemmtiert, wenn er sich 
darstellen 1ijQ als M = Ml @ M, @ M3 @ Md mit M, g Rnl, M, s K”z, 
M, z. (K/R)“3 und M4pn4 = 0 fiir ganze Zahlen ni 3 0. 
Beweis. Ein Modul der angegebenen Gestalt ist gewiB komplementiert, 
denn Al, ist es nach (2.1), also such M als direkte Summe von endlich vielen 
komplementierten. - Sei umgekehrt M komplementiert, M = D(M) @ iIT: 
Nach (2.1) hat man AT’ = AZ, @I AI4 mit AI1 endlich erzeugt frei und M, 
beschrankt. 0(&I) ist bekanntlich von der Form icIz @ AIs mit Mz z K(t) 
und MS z (K/R)fJ), und es bleibt z-u zeigen, da8 I und J endlich sind, d.h. 
K(u) und (K/R)(“) nicht komplementiert sind. Weil Y := (K/R)(“) Faktor 
von K(“) ist, geniigt es, die Nicht-Komplementiertheit von Y zu zeigen: 
Y hat einen Untermodul X E LIZ==1 R/(p”), und weil Ra(X) kein Komple- 
ment in X hat (2.1 Folg.2) hat X nach (2.3) kein Komplement in Y. 
FOLGERUNG. Fur einen R-Modul M sind iiquivalent: 
(i) Es gibt ein n > 1 mit Ram(M) artinsch. 
(ii) Der divisible rZntei1 von M ist artinsch und der reduzierte Anteil 
beschriinkt. 
(iii) M ist torsionsvoll und komplementiert. 
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LEMMA 2.5. Sei exakt 0 -+ A -+ B + C -+ 0 und torsionsvoll A. Dann 
gilt: B ist genau dams komplementiert, wenn es A und C ist. 
Beweis. 1st A C B mit A torsionsvoll, B komplementiert, so ist T(B) als 
direkter Summand wieder komplementiert, also nach (2.4 Folg.) such der 
Untermodul A. 
1st umgekehrt A C B mit rZ torsionsvoll, ;2 und B/A komplementiert, so 
gibt es nach (2.4 Folg.) ein m 3 1 derart, dal3 Ra’“(A) radikalvoll ist. Es 
zerfallt also die Folge 0 -+ Ram(A) C Ram(B) -+ Ram(B)/Ram(A) + 0, und 
weil das letzte Glied als epimorphes Bild von B/A komplementiert ist, ist es 
such Ram(B), so da13 nach (2.2 Folg.) such B komplementiert ist. 
FOLGERUNG. Ein Modul M R ist genau dann komplementzkrt, wenn es T(M) 
und M/T(M) ist. Fiir X C M gilt: M/X ist genau dann komplementiert, wenn 
es M/Ra(X) ist. 
SATZ 2.6. Fiir einen R-Modul M sind iiquivalent: 
(i) M 1iiJot sich in einen komplementierten Modul einbetten. 
(ii) A4 ist Erweiterung eines komplementierten Moduls durch einen komple- 
mentierten. 
(iii) Jedes U mit UC Ra(M) hat ein Komplement in M. 
(iv) Der torsionsvolle Anteil von M ist komplementiert, und der torsions- 
freie Anteil hat endlichen Rang. 
Beweis. (i + iv): Sei MS A C B mit B komplementiert. Nach (2.5) ist 
T(A) komplementiert, nach (2.4) hat man Rang(B/T(B)) < cc, also such 
Rang(A/T(A)) < co. 
(iv + i): Aus T(M) komplementiert folgt T(M)/D( T(M)) beschrinkter, 
reiner Untermodul von M/D(T(M)), also direkter Summand, und damit 
M = T(M) @ M’. Weil Rang(M’) < 00, ist die injektive Hiille E(M’) 
komplementiert, so dal3 M in den komplementierten Modul T(M) x E(M’) 
eingebettet ist. 
(i -+ iii): Sei ME A C B mit B komplementiert, UC Ra(A): Weil 
UC Ra(B) und U ein Komplement in B hat, hat Ra(U) nach (2.3) ein 
Komplement in U, also wieder nach (2.3) U ein Komplement in A. 
(iii + ii): Aus der Vor. iiber ICI folgt durch zweimalige Anwendung von 
(2.3), dal3 fur jedes U C M gilt: Ra( U) hat ein Komplement in U. Sei nun V 
ein Komplement von Ra(M) in M: Es ist exakt O+ V n Ra(M) C M --+ 
(M/V) x (M/Ra(M)) -+ 0, und das erste Glied ist klein in M, also koatomar 
(wie in 2.3, i -+ ii). Weil M/Ra(M) halbeinfach ist, bleibt zu zeigen, daD 
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M/V komplementiert ist: Zu jedem V C A C M hat J&z(A) ein Komplement 
in A, also nach (2.1 Folg. 1) such Ra(A/V) ein Komplement in A/V. Weil 
&f/V radikalvoll, ist es damit nach (2.3) komplementiert. 
(ii -+ i): Sei X C M mit X und M/X komplementiert: Mit X = T(X) @ X’ 
ist exakt 0 + X/X’ C M/X‘ -+ M/X -+ 0, also nach (2.5) komplementiert 
M/X’. Nach (2.4) ist die injektive Hiille E(X’) komplementiert, so da0 in 
dem Diagramm 
0-x’ C M Y bM/X’----+O 
I 
&,/’ ‘\ (&Y) 
e 1’ ‘\ 
g “X J kan. 
E(X') kan. + E(X') x M/X' 
118 durch den Monomorphismus (8, V) in das komplementierte E(X’) x &J/X 
eingebettet wird. 
FOLGERUNG. Fiir den diskreten Bewertungsring R sind tiquivalent: (a) Jeder 
Untermodul eines komplementierten Mod& ist wieder komplementiert. (b) Jede 
Erweiterung eines komplementierten Moduls durch e&en komplementierten ist 
selbst komplementiert. (c) Hat in einem Modul jeder Untermodul des Radikals 
ein Komplement, so ist der Modul selbst komplementiert. (d) Jeder torsionsfreie, 
reduzierte Modul von endlichem Rang ist frei. 
Das Letztere ist aber nach Kaplansky [3, Theoreme 19 und 201 aquivalent 
damit, dal3 R vollstandig ist. 
Bemerkung. Die Reihe der Aquivalenzen in (2.6) Ia& sich fortsetzen 
zu (ii’): M ist wesentliche Uberdeckung eines komplementierten Moduls, 
und (iii’): Zu jedem UC M gibt es ein V C Ill mit 6’ + U = M und V n U 
klein in M. 
SATZ 2.7. Fur einen R-Modul M sind tiquivalent: 
(i) Jeder reine Untermodul ist direkter Summand in M. 
(ii) Jeder reine Untermodul hat ein Komplement in M. 
(iii) Jedes U mit D(M) C UC M hat ein Komplement in M. 
(iv) Der reduzierte Anteil won M ist komplementiert. 
BtW.&. (i + ii): kIar. 
(ii --f iv): 1st rein XC M, so hat such M/X wieder die Eigenschaft (ii); 
sie vererbt sich also insbesondere auf direkte Summanden. Sei also M 
reduziert mit (ii), S ein Basis-Untermodul, V ein Komplement von S in M: 
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Nach (1.5,b) ist V radikalvoll, also Null, und aus S = A[ folgt 
A4 = T(M) @ fi1’ mit M’ frei und T(M) direkte Summe von zyklischen 
Torsionsmoduln. M’ muB endlich erzeugt sein, andernfalls gabe es einen 
Epimorphismus f: M’ ---f K; dessen Kern ist rein in M’, hat aber kein 
Komplement in M’ (wie eben mit S), Wid. Ebenso mul3 T(M) beschrankt 
sein, andernfalls gabe es nach [3, Exercise 171 einen Epimorphismus 
g: T(M) -+ K/R mit reinem Kern; der kann aber kein Komplement in T(M) 
haben, Wid. 
(iv G iii): In der einen Richtung folgt die Komplementiertheit von 
M/D(M) unmittelbar aus (1.2,d). 1st umgekehrt M = D(fil) @ M’ mit iI{’ 
komplementiert, und U wie angegeben, so folgt aus Al’ + L: = ACr nach 
(1.3,b), daR U ein Komplement in M hat. 
(iv -+ i): Sei Af/D(AZ) komplementiert. Fiir den Ulm-Untermodul 
H(M) := (JzCl A4pn gilt dann H(M) = D(Al) denn in der Darstellung 
M = O(Al) @ AZ’ ist H(M’) = 0. Sei nun zunachst spezieller X torsionsvoll 
und rein in M: Dann ist X/H(X) als Untermodul (bis auf Isomorphie) von 
AT/H(M) beschrankt, so dal3 folgt Xpn = H(X) = D(X) fur ein n > 1. 
Weil nun X/D(X) beschrankter, reiner Untermodul von M/D(X) ist, ist X 
direkter Summand in M. 
1st nun allgemein U rein in ICI, so folgt aus dem eben Gezeigten, da0 
T(U) direkter Summand in M ist, und daraus W(U) = D(U), denn in 
U = T(U) @ u’ haben beide Summanden die Eigenschaft H = D. Damit 
ist U n D(M) =I D(U) direkter Summand in M. Man ist fertig, wenn 
gezeigt ist, dal3 such U + D(M) direkter Summand in M ist, d.h. 
U, = (U + D(M))/D(M) d ire kt er Summand in Ml = M/D(M): Weil Lri 
rein in &Ii , ist [[I n T(M,) = T(U,) nach oben direkter Summand in Ml . 
Bleibt zu zeigen, da8 such ZJ, + T(llfl) direkter Summand in Ml ist, d.h. 
Cle = (U, + T(M,))/T(M,) direkter Summand in &!a = MJT(MJ: Nun 
ist aber &I* z Ra, und darin ist jeder reine Untermodul direkter Summand 
(wohlbekannt, oder mit 3.3 Folg.). 
Bemerkung. Nennt man einen Modul reinzerfallend, wenn er die Eigen- 
schaft (i) besitzt, so erhalt man aus dem Satz: In einem reinzerfallenden 
R-Modul ist jeder Basis-Untermodul ein Komplement des Radikals. Falls 
der diskrete Bewertungsring R vollstindig ist (und nur dann), ist das sogar 
charakteristisch fiir reinzerfallend. 
3. CHARAKTERISIERUNGEN VON DEDEKINDRINGEN 
Bezeicknungen. Integritatsring meint kommutativ und nullteilerfrei mit 
1 # 0, Dedekindring meint integer und jedes Ideal # 0 invertierbar. 
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THEOREM 3.1. Uber einem nicht-lokalen Dedekindring ist ein Modul genau 
dann komplementiert, wenn er torsionsvoll ist und wenn jede se&r Primlir- 
komponenten komplementiert ist. 
Beweis. Zwei Vorbemerkungen: 
(I) 1st der Quotientenkijrper K, eines Integritatsringes A komplemen- 
tiert, so ist K, bereits unzerlegbar: U $ K hat ein Komplement I’ in K, 
und mit K ist such V teilbar, also (weil torsionsfrei) injektiv. Es folgt F = K, 
also U klein in K. 
(2) 1st der Quotientenkiirper K, eines Dedekindringes R komplemen- 
tiert, so ist R bereits lokal (also Kiirper oder diskreter Bewertungsring): 
Falls R Kiirper, ist alles klar; andernfalls ist K/R Kogenerator in der Kate- 
gorie der R-Moduln, der nach (1) unzerlegbar ist. Ein kommutativer Ring 
mit einem direkt unzerlegbaren Kogenerator ist aber bereits lokal. 
Sei nun R ein nicht-lokaler Dedekindring und &1a komplementiert: Es ist 
iI?l : = M/T(M) radikalvoll, denn ein maximales U C M mit T(iW) C U hatte 
ein Komplement I/, das wegen des wesentlichen Epimorphismus I----f M/U 
zyklisch und unzerlegbar, also torsionsvoll ware (weil R nicht lokal), so daR 
C’ = iI folgte, Wid. Nach Pare@ [9, Satz 6. l] ist iiber einem Dedekindring 
jeder radikalvolle Modul injektiv, also A??= K”), so da8 nach Vorbem. (2) 
gelten mul3 I = QI , also M = T(A4). Nach Matlis [7, Theorem I] ist nun AZ 
direkte Summe seiner Primarkomponenten, von denen klar jede wieder 
komplementiert ist. 
Sei umgekehrt Al, torsionsvoll und jede Primarkomponente Mi komple- 
mentiert, i E I = Menge der maximalen Ideale des nicht-lokalen Dedekind- 
ringes R. Die Zerlegung M = @iprilZi hat zudtzlich folgende Eigen- 
schaft (*): X = xic, (X n fiTi) fur alle XC III. Daraus folgt nun die Kom- 
plementiertheit von Al, denn ist zu U C Atr, fur jedes i E I, b, ein Komple- 
ment von U n 111, in Mi , so zeigt man mit (*), daB I’ : = xi=, ITi ein 
Komplement von U in n4 ist. 
ERGEBNIS. Durch Lokalisieren erhalt man aus 92: 
Uber einem Dedekindring R ist jeder komplementierte Modul reinzerfallend 
und direkte Summe von Unxerlegbaren. Ist R nicht-lokal, so ist in einer exakten 
Folge 0 + A + B + C -+ 0 der Modul B genau dann komplementiert, wenn 
es A und C ist. 
LEMMA 3.2. Fiir einen noetherschen I tegritiitsring R sind aquivalent: 
(i) Jeder irreduzible artinsche R-Modul ist unzerlegbar. 
(ii) Jeder unzerlegbare noethersche R-Modul ist irreduzibel. 
(iii) R ist dedekindsch. 
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Beweis. Ein Modul X hei5t irreduzibel, wenn er nicht Null ist und fur 
alle Untermoduln 0 # A, B C X gilt: A n B # O.-Die Inklusionen 
(iii + i, ii) sind bekannt, und such die Umkehrungen werden auf bekannte 
Charakterisierungen von Dedekindringen zuriickgefiihrt: Aus (i) folgt 
starker, da5 jeder irreduzible artinsche Modul Kette ist, d.h. einen total- 
geordneten Untermodulverband hat (jeder Untermodul # 0 ist unzerlegbar), 
und damit jeder endlich erzeugte Untermodul zyklisch ist: Speziell sind fur 
jedes maximale Ideal 0 # ttt C R in E(R/m) die nach Matlis [6, Theorem 3.1 I] 
definierten Untermoduln di = {x 1 xmi = Oj, i = 1,2,... zyklisch, also m/ma 
ein 1-dimensionaler Vektorraum iiber R/m [6, Theorem 3.101. Nach [l, 92, 
Ex. 71 ist damit R dedekindsch.-Aus (ii) folgt starker, da5 jeder 
unzerlegbare noethersche Modul Kette ist (jeder Faktormodul # 0 ist 
irreduzibel), speziell also Kette alle R/m” fur s > 1, maximal m CR. Wieder 
etwa nach [I, $2, Ex. 71 ist nun R dedekindsch. 
FOLGERUNG. Fiir einen noetherschen I tegritiitsring R sind wivalent: 
(i) Jeder komplementierte R-Modul ist direkte Summe von Unzerlegbaren. 
(ii) R ist dedekindsch. 
DEFINITION [2]. Ein Untermodul VC M hei5t koabgeschlossen i  M, 
wenn fur jedes X & V gilt: V/X ist nicht klein in M/X. 
1st V Komplement in M, so ist es nach (l.l,a) koabgeschlossen. 1st umge- 
kehrt V koabgeschlossen in M und hat es ein Komplement in M, so ist es 
such Komplement in M nach (l.l,a 4 b). 
LEMMA 3.3. Sei R dedekindsch und V C MR . Dann sind tiquivalent: 
(a) Fiir alle X ,C V ist V/X nicht Klein in M/X (koabgeschlossen). 
(b) Fiir alle maximalen XC V ist V/X direkter Summand in M/X. 
(c) Fiir alle maximalen m C R gilt: Vm = V n Icfm. 
(c’) Fiir alle maximalen m C R gilt: mG( V) = m;(O) + V. 
(b’) Fiir alle X C M mit maximal V C X ist V direkter Summand in X. 
(a’) Fiir alle XC M mit V & X ist V nicht groJ in X (abgeschlossen). 
Beweis. Mit Vm ist der Untermodul {C vp( / vi E V, ri E m} bezeichnet, 
mit m$( V) der Untermodul {x 1 x E M und xm C V}. 1st nun maximal m C R, 
so ist Vm = 0 {T 1 T C V und V/T g R/m} (Lokalisiertes Radikal) und 
m~(V)/V=C{TI TCM/V und T s R/m} (Lokalisierter Sockel). Damit 
sind die Aquivalenzen (b t) c) und (b’ H c’) klar (iiber jedem kommutativen 
King). 1st R spezieller integer und m invertierbar, so gilt (ml;;‘(V))m = 
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TT n ICfnt und mG( L’m) = m;(O) + V, so da0 iiber einem Dedekindring 
die Aquivalenz (ctt c’) gilt. 
Weil jeder nicht-kleine minimale (nicht-grol3e maximale) Untermodul 
direkter Summand ist, gilt iiber jedem Ring (a -+ b) und (a’ --+ b’). 1st 
umgekehrt (b) erfiillt und X C V mit V/X klein in M/X, so hat V/X keinen 
maximalen Untermodul, ist also injektiv (weil R dedekindsch) und es folgt 
X = LT. 1st schlieBlich (b’) erfiillt und T/’ C XC M mit I/’ groD in X, so ist 
X/l/ torsionsvoll und hat keinen einfachen Untermodul, ist also gleichzeitig 
torsionsfrei (weil R dedekindsch) und es folgt TT = X. 
FOLGERUNG. i?ber einem Dedekindring gilt fiir jeden Modul M: Sind ,4 
und B gegenseitig Komplemente in M mit T(M) C B, so ist M = A @ B. 
Aus den Vor. iiber B folgt ntilich, daD A/A n B e M/B z (M/T(M))/ 
(B/T(M)) torsionsfrei ist, also A n B koabgeschlossen in A; weil es such 
klein in A ist, folgt rZ n B = 0. 
SATZ 3.4. Fiir einen rwetherschen I tegritiitsring R sind tiquivakrzt: 
(i) Jeder koabgeschlossene Untermodul ist abgeschlossen. 
(ii) Jeder abgeschlossene Untermodul ist koabgeschlossen. 
(iii) R ist dedekindsch. 
Beweis. Klar ist (iii + i, ii) nach oben. Zur Umkehrung, etwa (i -+ iii), 
sei fiir das Kriterium (3.2) M ein irreduzibler, artinscher Modul und U !$ M: 
Ein Komplement V von U in M ist koabgeschlossen, also nach Vor. abge- 
schlossen und erfiillt (3.3,b’). Weil V keinen oberen Nachbam in M hat, 
folgt V = M, also U klein in M: M ist unzerlegbar. Ebenso zeigt man fiir 
(ii -+ iii): 1st in einem unzerlegbaren noetherschen Modul M jeder abge- 
schlossene Untermodul koabgeschlossen, so ist M irreduzibel. 
LITERARJR 
1. N. BOURBAKI, “Algsbre commutative,” Ch. 7, Act. SC. Ind. 1314, Hermann, 
Paris, 1965. 
2. J. S. GOLAN, Quasi perfect modules, Quart. 1. Math. Oxford Ser. 2 22 (1971), 
173-182. 
3. I. KAPLANSKY, “Infinite Abelian Groups,” University of Michigan Press, Ann 
Arbor, Michigan, 1969. 
4. F. KASCH AND E. A. MARES, Eine Kennzeichnung semiperfekter Moduln, Nagoya 
A4uth. J 27 (1966), 525-529. 
5. E. A. MARES, Semiperfect modules, Math. Z. 82 (1963), 347-360. 
6. E. MATLIS, Injective modules over noetherian rings, Pucifc J. Math. 8 (1958), 
51 l-528. 
56 HELWJT ZiiSCHINCER 
7. E. MATLIS, Modules with descending chain condition, Trans. Amer. Math. Sm. 
97 (1960), 495-508. 
8. B. J. MUELLER, On semiperfect rings, Zlli~zois 1. Math. 14 (1970), 464467. 
9. B. PAREIGIS, Radikale und kleine Moduln, Buyer. A&f. Wk. Math.-Natur. Kl. 
S.-B. 14 (1965). 185-199. 
10. F. L. SANDoMrERsKI, On semiperfect and perfect rings, Proc. /her. &f&z. Sot. 
21(1969), 205-207. 
